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Exercices : ⑥ soit g :
R ✗R- R

(x ,
u ) l- gtx ,

u) = cog§÷
L' application g est defini et

contenue sur RxR ( comme quotient de

2 foutais continues sur Rx
IR dont le dénominateur 1 + v2 ne

s'annule pas)

De plus ,
Y (x , u) e R x R ,

on a :

/ glx , a) | ⇐¥a
et la fonction u- ju est continue sur R et sa intégrale

généralisée un IR courage (ou par exemple , on
a

§B÷du = [autant]! = antan (B) -
autant/→¥-1¥)

AI--on

B-+-

D' aprés le theoreme du cours sur
la articule des intègres généralisées

à paramètres ,
on en

déduit que 6 et bien défoncé et continue



sur R . De plus ,
f x e R ,

on a :

/ GG) / ⇐ )
"

/ •↳ " |
→

÷ = T .

→

#
du ⇐ |

"

Cette inégalité implique que G est bornée .

③ soit f : ] 0 ,+ • [ ✗ R
- R

( x . H- fk.tk?Eftf- .

La fonction f est bien définie et
continue sur ] o , +

•
[✗ R

(Notez que •

'

+
t' → à > o) .

Fixons 0 < a < ⑧
.

Pour tout • £ ] a ,
b [ et te R ,

on a :

1km4 / =/ae.EE?-t-:+.- «1¥
La fnctei t- a¥→ est contenue sur R et



l' intégrale généralisée §jb÷dt converge .
En effet , on peut par exemple remarquer [comme

"

précédemment) que

§Babydt =÷§%!Ædt B
¥ {antan (E)]a
=
b (autan (E) - outan (EI)
-

b (E - l- E)/ = bit .

B-t-

A→ - .

Finalement , on peut aussi appliquer le
théorie de aéhiuilê

de ùbgaeds généralisées à paramètres qui donne que la fonction.



F est bien définie et continue sur ] a ,
b [ , pour tous

0 < a< b .

Maintenant si xo c- ] o , + - [ ,
on peut choisir a

et b tels que

0 < a < bio < b [ par exemple a = ¥ et
b = ao +1 !] .

Ce qui précède montre que F est
bien définie et contenir sur

] a ,b[ donc en particulier F est bien defùie et continue en ao .

Ceci étant vrai pour
tout xo > 0

,
on en déduit que F

est bien définie et continue sur Jo ; +
• [ .

⑥ sait se > 0 .

Fixons A < B .

L' application 4 : [ A , B]-
[xA /

xD]

u-
✗ (a) = au

est une bijection de classe c
' et la formule de changement



de variable s' applique et donne

§%41-dei-z-f.BY?K?-.-YHdu
A

= :-)
""

:¥÷-del
/A)

D'à finalement

§? :¥→ = x f
"

:¥→dt .
2A

Faisons alors tendu A→→
et B- to

.
Compte tenu de la question

a) et b) , le terme à gauche tend mes
Coca) et le

tenue à

droite vers F (a) .

Ainsi Va > O , F (a) = G (a) .

Rouergue :
on pouvait aussi faire le changement

de variable dans l'intégrale



généralisée et ne pas être si précautionneux pour ce changement de
variable simple . . .

② On sait d' apré la question ⑨ que
ta c- R . IG (x ) / Est

De plus , d' apré
la question ② , on

sait que ta > O ,
F(a)= G (a).

Ainsi Va >0 , 1FG) | ⇐ Tl et donc F est
bornée sur¥ .

De plus , G est contenue sur IR (voir question ②) donc

lui a (a) = lui G G) = GG / = §⇐du = A-
a →On

→
O

- O

Donc lui F (a) = lui 6 (a) = IT .

2]
o

x⇒

Ainsi si on pose F6 / = 1T , on
obtient un prolongement

continue de F sur [ 0 , +• [ .



② La fonction f :] o ,
t - [✗R- R

@ , t-flaitt-%aftf.edubien définie et contenue sur] o ; i - [ ✗ R et
d' aprés b) l' intégrale

Ï.ie:4?.-dt amuse .

Pour tout te R ,
x- flash = ?9¥→ d- deéuiabk

tue Jo ,↳ [
et on a :

Ekiti_ËÏË=•Y¥÷!-
En particulier , 8£ existe et est contenue sur] a.t - [✗ IR

Enfin , fixons 0 < a <
b. Pour tout se c- Ja ,

b [ et te R
,



on a t.Y-G.tl/--/aslt!f-fI;?-/
⇐ËÏ→;Ë÷→=÷

Hustler !) inégalité triangulaire

⇐ 1¥
De plus . l' intégrale §.jp#dt courage (on

l'a déjà

montré plusieurs fois . . .) .

Le theoreme de dérivation de interpole généralises à paramètres s'appliquent
et donne

que AF est de classe C' sur ] a ,
b [ et



pour
tout a c- ] a ,

b [ ,
on a :

Fiat J
"

ofask.cl#;?-dt.-G.Hdt--J
"

-

o
- O

Gr va re
'

appliquer ce theoreme une deuxième fois .

L' application 8f
=
:] ai b [ ✗R- R

le , t-¥4.tk •¥¥Ë
est contenue sur ] a ib { ✗ IR et Kao ]ai BL

,

l' uibzale JÏzlg-la.tl de courage .

Pour tout tops
, a_ stola ,

t) est deiwable

tu ] ai b[ et Y.o-G.tk •G)ËËÆ(à + E)4-3



sit 3¥ fait) = - 2x cesG)

En particulier , 8¥ existe et est continue son]a ,b[✗ IR .

Enfin , Y a c- ] a ,b[
,
V-tc.IR ,

on a :

|:#la .tl/=2ae1:Y!!?pE-H--a.b!E!-;?-
Î

on majore /colt / par 1
a par

beton
utilise l' inégalité D pour 3E- a?

Remarquons alors que 3 Et à < 34-7 à) et on obtient :

|:#la.tl/esb#E;?-=c!+e-EaE!--



On la fonction t- est bien définie , positive , pain

et continue sa IR et
¥É Est -¥

'

°"

l' intégrale ftp.IEdt converge , donc finalement l'intégrale
ï
→
Caçtgdt courage .

Ca peut alors réqgdiqua
le theoreme de dérivation et on déduit que

Fest de classe Ct su ] a ,b[ , pour
tout 0 < a < b

et Tae] cible , F
"

G) = ftp.?f-(a.Hdt
- a



Un raisonnement similaire à la question b) permet alors de passer
-

de ] a ,b[ , o < a
< b à l' intervalle ] o ; + • [ .

Finalement
, on

en déduit que F est
C2 sur Jo

,
+ _ ( et

tt • £30 ; ta [ , F
"(a) =J-2.EE?f?ytj-N-dt .

- no

⑧ On a :

÷ (:# = -ÏËË=ËÏ→
et

?÷(:# = :-(t.IE#=--+t--A:(x'&tY4-s
= -2xÊË¥Ë→



si :-(:# =

D'autre part ,

g.TV#.=-c?:+t-viri:.-.(:-..t-:--li::-i-i
= ïÏï÷*
= "¥÷Ë
= "¥ÏË



Aini
,
on
voit

que E-(:# = - ?÷(÷E) -

⑨ D' apré la question ② ,
F est de classe C

'

sur ] o
, +
• { et

Y a > 0 , on a :
to

F
"

(a) = §÷(::¥-)dt =) ask.li?-(:+.-dt
-
N

- o

t-

ask.io?p.?.-)dt .
¥
- |

avec
- O

Gn va maintenant réalisa deux intégration par parties . Dans
ce qui suit , x

est fixé > 0 et ls fonctions considérés sont

vues comme fonction de la variable t -



alt) =- colt) n' (E) = * sint)

var :÷(÷E)

vltt-I.TL?a+--)Gobtientalos:F%ffas4-)?--(;--.jf"
_ |
"

sik-E.ae#dt
-

d
-
o

Ca recommence

ult)= - sik) n' G) = - colt)

va-t-IL:*)
J'ai
HH={¥

F.
"

G) - [ask.EE#-D?-f::i+.E.-Ji-f.+-::H-dlF(x
)



Il reste à justifier que les 2 termes entre [ ] sont nuls .

on a l÷¥→/ ± :Æ E. °

D' à [:;¥-Ï:O .

M '
-

• G) Et:*) = %È%¥_
et donc | - ask:X:#| ⇐ 2@7tey_-0.t-±
D'à

[ •ai :-X:*)!:-O
Ca conclut donc que Va> O , F

"

(a) = F41 .



Ceci montre donc que F
est sur toi + - [ une solution de €) .

⑨ Par le rappel , on en déduit qu' il existe ke ,
k
,
c-R telsque

the > o , FG) = kséetk . e-?

Supposons que les $0 .

Alors lui FG) = le
,
✗ lui ée = {

+ • " % > °

- •
si ke<0

a→to
a → to

ce qui contredit le fait que F est
bourré ( question@) .

Ainsi h
,
= 0 et donc F4 = ka e-

"

,
a > 0 .

D' apré la question⑨ ,
on a aussi que

A- - lui FG) - bi h . e-
•

-
le
,

kf0 230

Finalement , on conclut que ta > O ,
FG) = A-e- ?



Exercices
^

⑨

-
-- - - - - -

.
. . . .

}
.

" the de fmfk.at]

ex-gay | t-on >

-3¥ -t -¥ ¥ t ¥ 21T

La fonction f en continue sur R et C
'

par morceaux
.

Renarde : En fait ,
elle est Esu Rt {KI : k£7 } et aux poils



xp = kit , la dérivée admet une hinite à droite et à gauche

en chacun des points 2k . ×
Tl

③ On a : a. =÷ / fltldt = E)siltldt =#[ colt]Êç
- 1TDe plus , pour

tout
mas

,
on a :

I

an -
- f- J' fltælntldt =¥ )

.

sinltaslntdt
- R O

=

,#Jtsùlntrt + sillrntdt
avec

la formule
rappelé

0

• pourris :

a. = #J'silztdt = ¥ [ •§⇒? = 0
0

•

pu
n >.< :

a. = ¥ f-asf.is#+-qfG.-nnt-J?



Pauna
, an = - ç(•Ç; +•Ç- - ¥ - E)

Remarquons alors que

P
" ""

,
Coskun)I) = ces (ntm) = [

1 si n est pair

1 si on est impair

- C- si
"

et cost -DT) = as Un - e)TY = aslfnts.IT/=(- 1)
" '

p
pou parité

t'
par périodicité

D'à
mn >

a
. a. = -← (¥÷+¥ - :-, -÷)

→ # ta:D# +E)
= _ËË*



Finalement ,
on voit que :

pour
le 71 , 9h =Ê

pour fr70 , arbre = °

Enfin , pour n» ,
b. = ¥ fltsilntdt

- R

-¥ {
"sùltùlntdt

÷ Gts- it - ask.it/dt
⑦

• p- n -1
: b.

= ÷ § &- ascztdt = ,Ç[t - ùÆ]?
soit b. = ?



• pu n» . b. = + [ sina.pt/--sidY?tl-]!
= 0 car siUN = o ,

the I

④ La série de Fourier de f est donnée par la série suinte ;

f- + 1-
sùlt) +⇐ ÉchusGht) .

D' autre part , comme on
l' a vu à la questura , la fonction f

est contenue et C ' par morceaux .

D' apré le théorème de

Dirichlet ,
on sait alors que

la série de Fourmi de f

converge sui planent vers f su R (en fait ,
on a mené le



convergence normale d' apeuré le cours avec ces hypotheses) .
Autrement dit

, pour
tout te IR , on a :

f(t) = f- + 1-siG) +÷[qç¥→ .

le
=p

⑨ En t = E- ,
la question précédente donne

E.qf¥→f (E) = f- + 1- + ¥ e.
=.

Ca f(E) = si (E) = s et asUN =Elle .

D'à
# = ¥# + ÷ ËL !Ï→

En multipliant par ¥ ,
on
obtient :

¥ = 1- + Ë¥÷ .

ils =)



② Ca va appliquer le théorème de Parseval
: la fonction f est

contenir
.

Donc le thé reine de Parseval in plique que :

÷J'fltdt = ai + 1- Était bi )n = 1
t -

-Te

= 1¥ + 1- ✗⑤ + 1- Ç¥Æ

=¥ + ÷ +÷ÏcË
D'autre part , par un

calcul direct
,
on a

←§ fltdt = ÷§sïctdt = ÷ § 1-asf.tl
de

→
=¥ [t - ù¥]! =¥ .



Finalement
,
on en déduit :

1- = E. + + +÷Ëa÷
soit â÷ = [÷ - ¥ - t]

la =/

=# (÷ - E)
=ÆÏ*

snt [q÷ =

bas


