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Chapitre 1

RAPPELS : INTEGRALES GENERALISEES ET CONTINUITE UNIFORME

1 Continuité uniforme

Dans cette section, pour n € N*, on se donne une norme || - || sur R".

Définition 1.1. Soit E une partie de R" et f: E — R ou C. On dit que f est uniformément continue
sur E si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que quels que soient x,x’ € E, ||lx — 2'|| < n implique

[f(z) = f(2)] <e.
Proposition 1.2. La continuité uniforme implique la continuité.

Remarque 1.3. La réciproque est fausse. Par ezemple f : x — 22 est continue sur R mais n’est pas
uniformément continue sur R (voir TD).

Théoréme 1.4 (Heine). Toute fonction continue sur un compact y est uniformément continue.

Preuve : Soit E une partie compacte de R™ et, soit f : E — R ou C continue sur E.

Supposons que f ne soit pas uniformément continue sur E, autrement qu’il existe g > 0 tel que pour
tout n > 0, il existe = et y dans E tels que ||z —y|| <n et |f(z) — f(y)| = €o-

On en déduit qu’il existe deux suites (2, )y, et (yn)n d’éléments de F telles que pour tout n, ||€, —yn| <
% et |f(93n) - f(yn)| = €o-

Comme FE est fermé et borné, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de (zy,),
une suite (z,, ) convergente. On note a € E' la limite de (xy, ),. Puisque

1Yn = el < llyni = Zni |l + [0, — ]

1
< TTk + ||x7lk - O‘H’

la suite (yn, )i converge également vers a.
La continuité de f implique :

lim f(xnk)if(ynk): lim f(l‘nk)*f(a)+f(a)*f(ynk)

k——+oco k——+o0
ce qui est contradictoire avec le fait que |f(zn) — f(yn)| = 0. O

2 Intégrales généralisées (impropres)

2.1 Intégrale de Riemann

Soient a et b deux réels, a < b.



On dit que ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier s’il existe une subdivision ag = a < a1 < ... <
an = b et des réels ¢y, ..., c, tels que pour tout ¢ € {1,...,n} et tout « €]a;_1,a;[, on ait ¢(z) = ¢;.

On définit alors , N
/ o(z)dx = Zci(ai —a;—1).
a i=1

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On pose
b
I=(f) =sup {/ ¢(x)dx / ¢ fonction en escalier et ¢(x) < f(z), Vo € [a,b]} ,

b
I't(f) = inf {/ ¢(x)dx | ¢ fonction en escalier et f(x) < ¢(z), Vz € [a, b}} .

On dira alors que f est Riemann-intégrable ou intégrable au sens de Riemann si IT(f) = I=(f). On
appelle ce nombre intégrale de Riemann de f et on le note

/ f(@)dz = I+(f) = I (f).

Exemple 2.1.1. Les fonctions en escaliers, les fonctions continues, continues par morceaux (f :

[a,b] — R est continue par morceaur s’il existe une subdivision ag = a < a1 < ... < ay, telle que

pour tout i, fla,.a,., €5t continue et les limites limm‘;‘li f(x) etlims—aipy f(x) existent), les fonctions
sQi a; < ajp1>w

monotones sont Riemann-intégrables.

2.2 Intégrabilité locale d’une fonction
On se donne I un intervalle quelconque de R (donc non nécessairement borné ou fermé...)

Définition 2.2.1. Une fonction f : I — R est dite localement intégrable sur I si sa restriction a tout
intervalle fermé et borné [c,d] inclus dans I est Riemann-intégrable.

Exemple 2.2.2. Toute fonction continue sur I est localement intégrable sur I.
Toute fonction continue par morceaux sur I est localement intégrable sur I.
Toute fonction monotone sur I est localement intégrable sur I.

2.3 Intégrales généralisées, intégrales impropres

Définition 2.3.1. Soita € R, b € RU{+o0} (resp. a € RU{—o0}, b € R) et f une fonction localement
intégrable sur [a,b[ .

On dit que l'intégrale de f sur [a,b[ est convergente si lim = b [ ft)dt (resp. lim =—a fIb ft)dt) existe
et appartient a R. On appelle cette limite 'intégrale généralisée (ou impropre) de f sur [a,b] et on la
note f; ft)dt. Sila limite n’existe pas, on dit que l'intégrale f: f(t)dt est divergente en b (resp. en a).

Soit a € RU{—o0}, b € RU{+o0} et f une fonction localement intégrable sur ]a,bl.

On dit que Uintégrale de f sur )a,b[ est convergente s’il existe ¢ €]a,b[ tel que [ f(t)dt et ff f(t)dt
convergent. Dans ce cas, on pose ff fydt = [7 f(t)dt+fcb f(®)dt. Sinon on dit que l’intégrale ff F(t)dt
est divergente.

Remarque 2.3.2. [l faut noter que si f est localement intégrable sur [a,b], la nature de l'intégrale
généralisée fab f(t)dt ne dépend pas de a, autrement dit pour tout a’ € [a,b|, fab f()dt et fab, f(t)dt sont
de méme nature. En effet, pour tout a < a' <z on a [ f(t)dt = [7 f(t)dt + [ f(t)dt.

Ainsi lim.oo [T f(0)dt = [5 f(E)dt + limaso [ f(t)dt et donc [ f(t)dt et [L f(t)dt sont de méme
nature. o =



D’autre part, dans la deuxiéme partie de la définition ci-dessus f; f(t)dt ne dépend pas du point c. En
effet, si ¢’ est un point de lintervalle |a, b|, distinct de ¢, par exemple, ¢ < ¢, alors pour tout x €la, |,

la relation de Chasles donne
| twie= [ swi- [ o

i / f(t)dt:/:f(t)dt—/:f(t)dt.

Autrement dit, l’intégrale généralisée facl f(t)dt converge vers [ f(t)dt— [ f(t)dt. De meéme, fcb, f(t)dt
converge vers fcb f)ydt+ [ f(t)dt et

/ f(t)dt—k/:f(t)dtz/acf(t)dt+/cbf(t)dt_

L’étude d’une intégrale impropre en les deux bornes se ramenant a l’étude de deuz intégrales impropres
en une seule borne, nous étudierons essentiellement uniquement le cas d’intégrales impropres en exac-
tement une borne.

d’ou

Exemple 2.3.3. Etude de f+°° Ldt poura >0 eta>0:Soitx>a. Lorsquea#1, on a :

a te
1 1 1 1 1
/ L= - .
o l—aze! 1-—aqao!
Sia>1, 1imz;>>+aoo ﬁﬁ =0 et donc l'intégrale f:oo t%dt converge et vaut fﬁa%l
Sia<l1, 1imx:>+aoo ﬁmo},l = 400 et donc l’intégrale f:oo t%dt diverge.
Enfin, sia =1,

t T——+00

/w 1dt =In(z) — In(a) —— 40

et donc f;w 1dt diverge.

Exemple 2.3.4. Ftude de fob t%dt pourb>0eta>0:5it0<x<b Onasia#l:

b1 1 1 11
L te  1l—abel 1—qzol’
Sia>1, 1im2§8 —ﬁﬁ = 400 et donc lintégrale fé) tiadt diverge.
Sia <1, limzsso —ﬁﬁ =0 et donc lintégrale f; t%dt converge et vaut ﬁb%l
x>0
Enfin, sia=1,

t z—0t

[
—dt =1n(b) — In(z) —— 400

et donc fob %dt diverge.

+oo 1

Exemple 2.3.5. Montrons que ffoo Tz dt converge : Soit x >0

T
/ ——dt = arctanz —— E.
o 1 +t2 400 2
Soit x <0

01
T
——dt = —arctanx —— —.
= ]_—|—t2 r——0c0 2

Ainsi fj;o 1+1t2 dt converge et vaut 7.




Remarque 2.3.6. Contrairement a ce que ces exemples semblent indiquer, le fait que f;roo ft)de
converge n’implique pas que lim,_, o f(xz) = 0, méme si f est positive. Considérons par exemple la
fonction f définie sur [0, +oo[ de la maniére suivante : f(x) =1 s%l existe n € N tel que x appartienne
a [n,n+ 57], f(x) =0 sinon. Soit x>0 et n, €N tel que n, — 1 < x < ny. Alors

/ 1) / f(t)t

=D %
k=0
1— 5
= 1
1-3
et
T nge—1
/ fdt = / ft)dt
0 0
B Ng—2 1
=D >
k=0
1 - 271,;,1‘—1

1 1= .
Lorsque = tend vers +o00, ng, tend vers 400 et * 2"; et —+ L tendent vers 2. Par conséquent,
2 2

limg 400 fo t)dt = 2 et donc lintégrale généralisée fo ft)dt converge alors que f ne tend pas
vers 0.

2.4 Critéres de convergence

Proposition 2.4.1. Soient a,b € R finis, a < b, et f localement Riemann intégrable sur [a, b et bornée
sur [a,b]. Alors Uintégrale généralisée f: f(®)dt converge.
Corollaire 2.4.2. Si f est continue sur [a,b], b fini, et silim.—s f(x) existe, alors lintégrale généra-
z<b
lisée f: f(t)dt converge.
Notation 2.4.3. Soient a € RU{=£oo} et deux fonctions f et g définies au voisingae de a. On dit que
f est dominée par g et on note f(x) = O (g(z)) s’il existe M > 0 telle que pour tout x au voisinage
r—a
de a, |f(z)] < Mlg(z)|.
Théoréme 2.4.4. Soient a € R et b € RU {400} et f et g deuzx fonctions localement intégrables sur
[a,b]. On suppose que
(1) Il existe c € [a,b] tel que pour tout x € [¢,b], f(x) >0,

(ii) () =, Olg()).

z<b

On a
(a) si f g(t)dt converge alors f f(t)dt converge.

(b) si fa f)dt diverge alors f g(t)dt diverge.

Exemple 2.4.5. Etudions la convergence de l'intégrale f; dt. Remarquons tout d’abord que ce

t2— l/t

n’est pas une intégrale du type f+°o t%dt car lexposant n’est pas constant. On a limg_, o 7 =0
done f(x) = Olg(x).

Comme f;oo L.dt converge et comme ﬁ > 0 quel que soit t > 2, on en déduit que f2
converge. b b

w\w"“

t

dt
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Définition 2.4.6. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle non vide I, d’extrémité a et
b, a <b, et soit xg € I ou xg=a ouxg=>.
On dit que [ est équivalente a g en xg s’il existe une fonction € : I — R telle que

(i) f=g-(1+¢),
(i) lim ==, e(z) =0.
Dans ce cas, on note f ~y_yyz g.

Lorsque que g est non nulle sur un voisinage de xg sauf peut-étre en xg, cela est équivalent & dire que
f(=) _ 1
g(z) —

lim = —=¢
xzel
Théoréme 2.4.7. Soient a € R et b € RU {+oo} et f et g deux fonctions localement intégrables sur
[a,b]. On suppose que
(1) Il existe c € [a,b] tel que pour tout z € [¢,b], f(x) >0,

(ii) 1)~ glx).

Alors f: g(t)dt converge si et seulement si f: f(®)dt converge.
Exemple 2.4.8. Soit f : [1,+oo[— R définie par f(t) = W%/f La fonction f n’est pas une fonction

puissance puisque [’exposant n’est pas constant. Cependant, pour tout t > 1, % >0 et f(t) ~totoo %
car

t 1
lim @: lim —
t——+oo i t——+oo tt
= lim et
t——+o0
=1.

Comme f;roo %dt diverge, on en déduit que l’intégrale généralisée f;roo ﬁdt diverge également.

Définition 2.4.9. Soient a € R et b € RU{+o0} tels que a < b et f une fonction localement intégrable
sur [a,b]. On dit que lintégrale généralisée ff f(t)dt converge absolument si [’intégrale généralisée
f; |f(t)|dt converge.

Si Uintégrale généralisée f: f(#)dt converge mais ne converge pas absolument, on dit que l'intégrale

généralisée fab f(t)dt est semi-convergente.

Théoréme 2.4.10. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, éventuellement a = —oo ou
b= +4o0, et f une fonction localement intégrable sur [a,b[ . Si lintégrale généralisée f: f()dt converge
absolument alors elle converge.

_1_
=142

sint

Exemple 2.4.11. Etudions f+oo sint - Pour tout t € R, nous avons |sint| < 1 et donc T

0 14+¢2

_1_
T+t2

dt converge absolument et donc converge.

Puisque lintégrale généralisée f0+°° dt converge, le critére de comparaison des intégrales implique

X sint

que l'intégrale généralisée f0+ T

Exemple 2.4.12. L’intégrale f;roo %;tdt est convergente. En effet, t — %;t est continue sur [1,400|

donc localement intégrable et pour totut > 1, on a 0 < |%§t| < t% Comme f;roo t%dt converge, on en

déduit que froo %Stdt converge absoluement et donc converge.

Exemple 2.4.13. f0+oo %dt est semi-convergente.

En effet, t — %ﬂt est continue sur ]0,+oo] et donc localement intégrable sur ]0,+oo[. De plus,

. i 1
lim _ .>0 S‘?t =1 donc fo s‘;‘tdt converge.
«




D’autre part pour tout X > 1, en effectuant une intégration par parties, on a

/X sintdt: [_COSt}X _/X co;tdt
Lt t ], St

cos X X cost
— COS ]_ + X — ‘/1 tTdt

“+00 . X —+o00
Comme [" <% Ldt converge, lim,_, | oo Ji =3 tdt = [ s Ldt.
cos X

D’autre part, puisque pour tout X > 1, CO)S(X| < %, on alimx 4o <5~ = 0.
Ainsi limy 1 o flx Si?tdt =cos1l— f1+oo C;’gtdt, donc f;roo Si’t“tdt converge.
Cependant f1+00 Si?tdt n’est pas absolument convergente : pour tout n € N, on a

nm
/O

™

n=1 o(k+l)m—F ¢
dt>3" / k7
k=0 kr+% 3

sint

t

k=0 Y km+7

On en déduit que limp,_, o [ [22L| dt = +o0 et donc que f0+°o SLdt ne converge pas absoluement.

Définition 2.4.14 (Critére de Cauchy). Soient a et b deuz nombres réels tels que a < b, éventuellement

b = +oo, et f une fonction localement intégrable sur [a,b] . On dit que f; f(t)dt satisfait le critére
de Cauchy pour les intégrales généralisées si pour tout € > 0, il existe x. € [a,b] tel que pour tout

x,x’ €|z, b], on ait
/ F(t)dt

Théoréme 2.4.15. Soient a € R et b € RU {+oco} tels que a < b et f une fonction localement

intégrable sur [a,b] . Alors lintégrale généralisée f(f ft)dt converge si et seulement elle satisfait le
critére de Cauchy pour les intégrales généralisées.

<e.




