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Chapitre 3

INTEGRALES IMPROPRES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

1 Continuité

On rappelle le théoréme suivant, vu en L2, et que nous allons utiliser pour montrer le théoréme de
continuité sous le signe intégrale.

Théoréme 1.1 (Continuité des suite de fonctions). Soit I un intervalle de R non réduit & un point,
f une fonction définie sur I et (f,)n une suite de fonctions définies sur I. On suppose que
(i) pour tout n € N, f, est continue,
(i) la suite (fy)n converge uniformément sur I vers une fonction f.
Alors [ est continue sur I.
Théoréme 1.2 (de continuité sous le signe intégrale). Soient a € R, b € RU {400}, X une partie de
R?, f:[a,b[xX — R. On suppose que :
(i) f est continue sur [a,b[x X,
(11) (hypothése de domination) il existe une fonction ¢ : [a,b[— R telle que
(a) pour tout t de [a,b] et tout x de X, on a |f(t,z)| < ¢(t),
(b) Uintégrale généralisée f; @(t)dt converge.
Alors F : x — f; f(t,x)dt est bien définie et elle est continue sur X.

Preuve : On commence par montrer que pour tout x € X fixé, F(x) est bien définie, autrement dit
que l'intégrale généralisée f; f(t,x)dt converge. Nous avons pour tout ¢ € [a, b]

| (t, )] < ¢(t)

et fab @(t)dt converge donc f: f(t,x)dt converge absolument et F' est bien définie.

Nous montrons maintenant que la fonction F' est continue en montrant que F est la limite uniforme
d’une suite de fonctions continues.

Soit (by,), une suite de réels de 'intervalle [a, b[ qui converge vers b. Pour n € N, soit F,, la fonction
définie pour z € X par F,(z) = f;” f(t,x)dt.

Quel que soit n € N, f est continue sur [a, b,| x X donc d’aprés le théoréme de continuité sous le signe
intégrale du chapitre 2, F;, est continue.

Montrons que (F},), converge uniformément vers F' sur X. Soit ¢ > 0. Pour tout 2 € X et tout n € N,
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On en déduit que supy |F — F,| < fbbn ¢(t)dt. Or, f: ¢(t)dt converge donc :
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d’ott limy, 4o SUpx | F' — Fy,| = 0 : (F},)p converge uniformément vers F' et donc F' est continue comme
limite uniforme d’une suite de fonctions continues. (]

Exemple 1.3. : Soit f Uapplication définie sur RT x RY par f(t,z) =
F(x) = 0 = f(t, x)dt.
Notons ¢ : R — R définie par ¢(t) = 1+t2 Alors ¢ est positive, lintégrale |, oo @(t)dt converge et pour

tout (t,z) € RY x RT, |f(t,x)] < ¢(t). De plus f est continue donc d’ apres le théoréme de continuité,
F est bien définie et continue sur R,

1+t2 et I définie sur RT par

Remarque 1.4. Dans le théoreme précédent, I’hypothése de domination est cruciale et il est primordial
que ¢ ne dépende pas de x. Considérons pour x >0 :

+oo
F(z) = / re "dt.
0

Sixz =0, F(0) =0 et si x > 0, lVintégrale généralisée f(;roo xe %tdt converge donc F est bien définie
sur [0, +o0l.

La fonction f : (t,x) — we™ " est continue sur R?. Cependant, il n’eviste pas ¢ : [0, +oo[— R telle
que pour tout (t,x) € [0,+00[x[0,+00[ on ait a la fois 0 < [f(t,z)| < ¢(t) et lintégrale |, 20 b(t)dt
convergente. En eﬁet Uinégalité 0 < |f(t,x)] < @(t) implique en particulier pour tout t > 0:0<
f(t, %) = 1671 <L B et f0+oo Lat est une intégrale de Riemann divergente.

On constate aussi que F' n est pas continue en 0 puisque F(0) = 0 mais F(x) = 1 pour tout z > 0.
On peut cependant montrer que F est continue en appliquant le théoréeme de continuité sur ]0,+oo] :
Soit b > a > 0. Alors pour tout t € [0,+00[ et tout x € [a,b], f est continue sur [0,4o00| X [a,b] et
0 < |f(t,z)] <ae™® et fOJrOO be~dt converge car a > 0. Ainsi F' est continue sur [a,b], quel que soit
0 < a < b donc sur]0,+o0l.

2 Deérivabilité

On rappelle le théoréme suivant vu en L2 que nous allons utiliser pour montrer le théoréme de dériva-
bilité sous le signe intégrale.



Théoréme 2.1 (Dérivation des suite de fonctions). Soit I un intervalle de R non réduit & un point et
(fn)n une suite de fonctions définies sur I. On suppose que

(i) pour tout n € N, f,, est dérivable,
(i) la suite (f])n converge uniformément sur I vers une fonction g

(i) il existe xog dans I tel que la suite (numérique) (fn(zo))n converge.

Alors il existe une fonction [ définie sur I telle que
(a) f est dérivable sur I et f' =g,

(b) la suite (fn)n converge uniformément vers f sur I.

Théoréme 2.2 (de dérivation sous le signe intégrable). Soient a € R, b € RU {400}, I un intervalle
de R, f : [a,b[xI — R. On suppose que l'intégrale f: f(t,x)dt converge pour tout x de I, et que les
propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) f est continue sur [a,b[xI,
(i) la dérivée partielle % existe et est continue en tout point de [a,b[x ]
(i1i) (hypothése de domination) il existe une fonction ¢ : [a,b[— RT telle que
(a) pour tout t € [a,b] et tout x € I, on a ’%(tﬂc)‘ < o(t),

(b) UVintégrale de ¢ sur [a,b| est convergente.

Alors F : x fab f(t,z)dt est de classe C* sur I et pour tout z € I, F'(x) = fb 91 (¢, x)dt.

a Ox

Preuve : Comme f; f (¢, z)dt converge pour tout x de I, la fonction F est bien définie. Pour montrer
qu’elle est ce classe C*, on raisonne de la méme fagon que pour le théoréme de continuité. Soit (b, ),
une suite d’éléments de [a, b] qui converge vers b.

Soit (by,), une suite d’éléments de [a, b[ qui converge vers b. Soit n € N et soit F), la fonction définie
pour z € X par F,(z) = f; f(t,x)dt.

Comme f: f(t,z)dt converge pour tout = de I, on a lim, 4o Fn(x) = F(x) quel que soit = € I,
autrement dit, (F,,), converge simplement sur I vers F.

D’autre part, d’apres le théoréme de dérivabilité du chapitre précédent, quel que soit n € N, Fj, est de
classe C! et F! (z) = fb" 9L (¢, x)dt.

a
Enfin, I'hypothése de domination implique que quel que soit = € I, [ bos

. 5% (t,)dt converge absolument

donc converge. La fonction G définie pour x € I par G(z) = fab %(t,x)dt est donc bien définie. On
montre que la suite de fonctions (F} ), converge uniformément sur I vers la fonction G.

Soit z € I. On a
b af bn 8f
— / — - — -
Gla) - Fu@)| = | [ Ghewnie— [ L ajar

b 8f

bn%(t,ﬂf)dt
</b 8 (1, 0) at
= b ox -

b
< [ #(b)dt

On en déduit que sup; |G — F)| < fbb ¢(t)dt. Comme l'intégrale f: ¢(t)dt converge, il s’en suit que

limy, 4 oo fbb ¢(t)dt = 0 et donc que lim, 4o sup; |G — F)| = 0, autrement dit que (F},), converge
uniformément sur I vers G.

Le théoréme de dérivabilité des suites de fonctions implique alors que F est de classe C! et que F' = G.
|



Exemple 2.3. On considere encore f(t,z) = % et F(z) = OJFOO f(t,x)dt. Nous nous intéressons

maintenant & la dérivabilité de F. La fonction f est continue et dérivable par rapport a x et pour tout
xz,t € RT

of (t.2) te~t®

—(t,x) = — .

or 1+1¢2
La fonction % est continue sur Rt x RT. Alors que f était dominée sur RT par ¢ : t — #, Si mous
procédons de méme ici, puisque Sup, > et = 1, nous dominons % par t — 1—&-% mais f0+oo 1_i_%dt

: t 1 s +oo 1 ;
ne converge pas puisque iy ~i—too ¢ €t lintégrale fl +dt diverge.

On ne peut donc pas se séparer du terme e~*' dans la domination. Comme nous voulons avoir une
fonction indépendante de x pour dominer % et qu’autoriser x a se rapprocher de 0 donne une mauvaise

magoration, nous allons nous donner un a > 0 et nous restreindre o Uintervalle [a, +00].

Alors SUP,>q et = 7 et puisque # < 1 pour tout t > 0, nous avons pour tout x € [a,+0o0| et
tout t € RT : of
—L(t,z)| < e .
On note que la fonction 1 : t — e~ est positive et f0+oo Y(t)dt converge.
D’apres le théoréme de dérivation, F est donc dérivable sur [a,+oo] et F'(z) = — O+°° tle;: dt.
Comme a > 0 est arbitraire, on en déduit que F est dérivable sur U,sqla, +00][=]0, +00[ et que pour
« 400 fo—tx
hjutmGR* ,Fl () = = [ Hegedt.
FEtudions la dérivabilité de F' en 0. Le théoréme de dérivation ne s’appliquera pas et nous devons étudier
F(z)-F(0)

. Pour tout x > 0, puisque e~** —1 < 0, nous avons

) — +oo efxt_
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la limite lim,_.q ~

Nous étudions les variations de g : [0,1] = R définie par g(u) = 672_1 siu#0, g(0)=—1. Alors g
est continue sur [0,1] puisque e — 1 ~y 100 —u et donc lim, 0 g(u) = —1. De plus, la fonction est
dérivable sur ]0,1] comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas et

—ue " —(e7* —1)
w2
e e —u—1)

==z 2

g'(u) =

Donc g est croissante et pour tout u €]0,1], on a g(u) <e ! —1.
On en déduit que pour tout x > 0 et tout t € [0, %},

et -1t 1 t
— < (e = 1)——.
w axm S sy
Nous avons donc pour tout x > 0 :
F(z) — ¥
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F(z)—F(0)

Ainsi limg_q n’existe pas dans R et F' n’est pas dérivable en 0.

Théoréme 2.4 (de Fubini). Soit a,a, 8 € R, b € RU {400} et soit f : [a,b[x[a, B] = R une fonction
continue. On suppose qu’il existe une fonction ¢ : [a,b[— R telle que pour tout (t,z) € [a,b[x]|e, 5],
|f(t,z)| < P(t) et telle que f; o(t)dt converge.

Alors
/j (/abf(t,x)dt> dr = /ab (/j f(t,x)d:c) dt.

Preuve : D’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégrale de ce chapitre, G : © +— f: f(t,x)dt
est continue donc G est intégrable donc | f ( f: f(t, x)dt) dx est bien définie.

D’apres le théoréeme de continuité du chapitre précédent, ' : t — ff f(t,z)dt est continue sur [a,d]
donc localement intégrable. De plus pour tout t € [a, )|, on a

B8
F(t)] < / (8, ) de
< /B o(t)dt
— (8- a)o().

Comme ff @(t)dt converge, on en déduit que fab F(t)dt converge absolument donc converge et donc
f: (ff f(t,gc)d:lc) dt est bien définie.

On considére une suite (b, ), d’élements de [a, b[ qui converge vers b. D’aprés le théoréme de Fubini du

chapitre précédent :
¥é; by, by B
/ f(t,z)dt | dz :/ / f(t,z)dz | dt.
« a a «

Nous allons faire tendre n vers l'infini dans cette égalité pour démontrer le théoréme.

D’une part
bWr ﬂ b’ll
/ / flt,z)dz | dt = F(t)dt
a « a

et comme f: F(t)dt converge, lim,,_, oo f:” F(t)dt = f: F(t)dt d’ou

m abn ( /a i f(tvw)dx> dt = /a bF(t)dt
= /ab (/j f(tx)dcc) dt.

D’autre part, pour n € N, on définit la fonction g, pour z € [a, 8] par G, (x) = fab” f(t,d)dt. Comme f
est continue, le théoréme de continuité sous le signe intégrale implique que G, est continue sur [«, f3].
Pour tout = € [a, (], on a

b by
G(z) = G()| = / ftaydt— [ fiexyde

b
< /b Ut

b
< /b n o(t)dt.



Comme f; ¢(t)dt converge, limy,— 4 oo fbb ¢(t)dt = 0 et donc limy, s 1 o SUP, 4 |G — Gn| = 0, ie. (Gn)n
converge uniformément sur [«, ] vers G. Il s’en suit que

B B
lim Gn(x)da::/ G(z)dx

n——+oo o

lim j (/ab f(t,a:)dt) dz = /j (/abf(t,x)dt> dz
/j (/abf(t,x)dt> dzx = /ab (/j f(t,x)dx) dt.

autrement dit

ce qui montre que

3 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un objet mathématique trés utilisée en théorie du signal et le “pendant
continue” des séries de Fourier pour les fonctions périodiques.

Définition 3.1. Soit f une fonction continue par morceauxr sur R a valeur dans R. La transformée
de Fourier de f est la fonction F définie pour s € R par

“+o0
F(s) = / F(t)e—stdt.

— 0o
On la note aussi f ou Ff.
Remarque 3.2. Sans hypothése supplémentaire sur f, l'intégrale fj;o f(t)e~istdt ne converge pas et
f n'est en général pas définie sur R.

Théoréme 3.3 (Existence de la transformée de Fourier). Soit f : R — R une fonction continue par
morceauz telle que fjoos |f(t)|dt converge. Alors

(a) f est définie sur R.

(b) Si de plus f est continue sur R, alors f est continue sur R.

Preuve : Puisque fjoc: |£(t)|dt, pour tout s € R, fjoooo f(t)e~*tdt converge absolument car | f(t)e*t| =

|£(t)] donc f est définie sur R.
Puisque I'application (t,s) — f(t)e'! est continue et puisque pour tout s,t € R |f(t)e'*| < |f()] et

comme fj;o |7 (t)|dt converge, le théoréme de continuité sous le signe intégrale implique que f est
continue. |

Théoréme 3.4 (Dérivabilité de la transformée de Fourier). Soit f : R — R une fonction continue
telle que fjooj [tf(t)|dt converge. Alors f est bien définie, de classe C' sur R et pour tout s € R, on a

f'(s) = —z‘/foo tf(t)e “tdt.

Preuve : On montre que f est bien définie. On a pour tout ¢t € R et tout s € R :

[fOe™™ | < tF O+ 1F )1,y ()

ot 14 désigne la fonction indicatrice de ’ensemble A : 1 4(¢) = 1 si et seulement si ¢ appartient a A.



Comme f est continue, f f(¥)|dt converge (c’est l'intégrale d’une fonction continue sur un inter-
+ +

valle fermé et borné) et par hypothese [Tttt converge. Ainsi, [T (Jtf@)] + [f @)L =1,1(t)) dt

converge donc fjoos f(t)e *tdt converge absolument. Ainsi f est bien définie.

La fonction g : (¢,s) — f(t)e™ %" est continue sur R?, dérivable par rapport a s. Pour tout (¢,s) € R?,

%(t,s) = —itf(t)e " donc % est continue sur R? et on a, pour tout (t,s) € R?, %(t,s)’ < Jtf (1)

avec l'intégrale fj;o |tf(t)|dt convergente. Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale implique

que f est dérivable et on a quel que soit s € R :

f(s) = —z‘/Jm tf(t)e tdt.

O

Théoréme 3.5 (Riemann-Lebesgue). Soit f : R — R une fonction de classe C* telle que f f(®)|dt
converge. R
Alors lim|g| 40 f(s) = 0.

Preuve : 1l s’agit de montrer que lim,_, ;o f(s) = lim,_, o f(s) = 0. Soit & > 0. Comme f+oo |f(t)|dt

converge, il existe b > 0 grand tel que flf |f(t)|dt < £ et il existe a < O tel que [*_|f(t)|dt < 5. On
en déduit que pour tout s € R :

el smeeal |
</ (t)|dt + / f(t)e stat
\75+/ |f(t)|dt.

Nous allons majorer 'intégrale f: f(t)e~%tdt en faisant une intégration par parties. Soit s € R*. Alors

b et e—ist t=b b e—ist
[ e (s =] - [

b —1ist
:-luww%%—ﬂ@fmw+%/fmwism

18

“+oo

F(e)e

Am|mm

—zstdt

—mb

— = lim, 4 fla)s —— = 0. D’autre part

/f e Stdt| < /|f e~ dt

< f(b— a)sup | f'].
8 [a.b]

Nous avons limg_, o, f(b)<

Comme f est continue, supy, ;) [f'[ est fini et donc lim,_, 4o 1(b—a) Sup[g ) |f| = 0. On en déduit
que lim,_, 4 o0 f: i te tdt = 0.

On en déduit qu’il existe sqg > 0 tel que pour tout s € R avec s > sg, on a

[
t < 5.

U0

Ainsi, quel que soit s € R, s > s¢ implique | f(s)| < &, autrement dit lim,_, o | f(s)| = 0. On démontre

de méme non que lim,_, o |f(s)| = 0. O



Théoréme 3.6. Soit f : R — R une fonction de classe Ct telle que f (t)|dt et f+oo (t)|dt
converge.

Alors pour tout s € R, on a (/J—c’\)(s) = zsf(s)

Preuve : D’aprés le théoréme d’existence de la transformée de Fourier, f et f’ existent et sont définies
sur R. Comme dans la preuve du théoréme précédent, pour tout a,b € R et tout s € R*, une intégration
par partie nous donne :

b b
, 1 , . 1 .
/ f(t)efzstdt =—— (f(b)efzbs _ f(a)efzsa) + 7/ f/(t)efzst.

a is is J,
On va falre tendre a et b vers l'infini. A
Comme f (t)|dt converge, lim. am oo f ftye tstdt = f(s).

Foo e~ st — £

Comme [ |f t)|dt converge, hmijj;’j fa f(t dt = f(s).

Pour prouver le théoréme, il suffit alors de montrer que lim,;_, 1+, f(z) = 0. On montre tout d’abord
que limI_H_OO f ( ) existe puis on montre que nécessairement cette limite est nulle.

On a f(z) = f(0) + fo t)dt et puisque f '(t)dt converge absolument, on obtient

lim f(z)= f(0)+ lim / f(t

T—r+00 T—r+00
= d
£(0)+ / f ()

On note I = f(0) + f t)dt. Si|l] > 0 alors il existe g tel que pour tout x > xo, |f(x)| > % mais
alors pour tout z 2 0,ona

/O Fwlaes [

!
2/ Udt
o 2

]

=(z— 350)5

et donc lim, 40 [5 | f(£)|dt = +00 ce qui contredit ’hypothése fj;o |f(t)|dt converge. On en déduit
que | = 0, autrement dit que lim,_,; f(z) = 0. On montre de méme que lim,_,_, f(z) = 0 ce qui
prouve le théoréme. O



