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Chapitre 4

SERIES DE FOURIER

1 Séries trigonométriques

1.1 Premiéres définitions et premiers résultats

Définition 1.1.1. On appelle polynome trigonométrique une somme finie de fonction de la forme
x > ap cos(nx) + by, sin(nx) ou les a,, et les by, sont deuz nombres réels ou de complezes. Un polynome
trigonométrique p(x) = Zgzo (an cos(nzx) + by sin(nx)) sera dit d’ordre N si U'un des coefficients an
ou by est non nul.

On appelle série trigonométrique toute série de fonction dont le terme général est de la forme u, =
ap, cos(nz) +b, sin(nx), z € R, n € N, 0t (ap), et (by)n désignent deux suites de réels ou de complexes.

On peut évidemment supposer que by = 0 ce que nous ferons par la suite. D’autre part, en posant

Cp = %(an —iby), n >0, o = ag, et ¢, = %(a,n +ib_,) pour n < 0, on a pour tout n > 1 :

. ) 1 1
cne™ 4 c_pe” " = i(an — iby,)(cos(nz) + isin(nz)) + §(an + by, ) (cos(nx) — isin(nx))

= ay,, cos(nx) + by, sin(nz)
et donc le polynéme trigonométrique

N
p(x) = Z (an cos(nz) + by, sin(nx))

n=0

peut aussi s’écrire sous la forme d’une somme indexée sur 7Z :

N
p(x) = E cne'™®.
n=—N
et p sera d’ordre N si 'un des coefficients ¢_ny ou ¢y est non nul.

La série
Z (ayn cos(nx) + by, sin(nx))
neN

quant a elle peut aussi s’écrire sous la forme d’une série indexée sur 7 :

—+00
g cpe™.

n=-—oo
Nous conviendrons de dire que la série Z:Zioo vy, converge si et seulement si la suite de fonctions
N . . .
(Zn__ N vn) converge. On convient analoguement concernant la convergence simple, uniforme et
- NeN



normale d’une série de fonctions indexée sur Z, de sorte que la convergence de la série Z:f_oo cpein®
est équivalente & la convergence simple, uniforme, normale de la série

Z (an cos(nx) + by, sin(nx))

neN

En appliquant les résultats classiques sur les séries de fonctions vues en L2, on a immédiatement ce
premier résultat de convergence :

Théoréme 1.1.2. Si ) _ylan| et D,y |bn| convergent, alors ), _y (an cos(nx) + by, sin(nz)) est
normalement convergente sur R. Elle est donc uniformément convergente sur R et sa somme est une
fonction continue.

On rappelle le critére d’Abel de convergence vu en L2 :

Théoréme 1.1.3. Soit ) .\ anfn une série de fonctions définies sur une partie D de R telle que

(i) pour tout x € D, la suite (an(x)), est a valeurs réelles et est décroissante,

n
(i) la suite de fonction (ay), converge uniformément vers la fonction nulle sur D,
(iii) Il existe M > 0 tel que pour tout n € N, supp > p_, B < M.

Alors la série de fonction )\ anfn converge uniformément sur D.

Preuve. Nous allons montrer que la série de fonctions ) o, f, vérifie le critére de Cauchy de la
convergence uniforme des suites de fonctions. Soit € > 0. Soit z € D, p € N*, ¢ € N. Pour n € N, on
pose B, =By + ...+ B,. On a

p+q p+q

> an(@)Bi(@) =Y a(@) (Bi(z) — Br-1(x))
k=p k=p

p+a pta
= Z ag(x)Bi(x) — Z ag(x)Br—1(x)
k=p k=p
p+q p+q—1
=Y ar(@)Bp(x) = > akpi(x)Bi(x)
k=p k=p—1
p+q—1
=ap+(2) Byprg(2) — ap(2) Bpr(2) + Y (ak() — apsr (2)) By ()
k=p
Comme (o, (x))y, est décroissante, ap_1(z) — ag(z) > 0 donc :
ptg—-1 p+g—1
> (k@) = ap (@) B(a)| < Y (an(@) — agra(@) [Bi(o)]
k=p k=p
p+q—-1

<M Z (an(z) — ary1(x))
k=p

=M(ap(z) — apiq(z))
d’on

Ptq
Z ag(2)Br(x)| <opiq(x)M + May(z) + M(op(z) — apig(x))
k=p

=2Ma,(x).



Comme (g ) converge uniformément vers 0 sur D, il existe ng tel que pour tout p > ng et tout x € D,
0 < ap(x) < 557 d’ott on déduit que pour tout x € D et tout p > ng, tout ¢ € N :

p+q

> ak(@)Bi(x)| <e.
k=p

Ainsi, pour tout p > ng et tout ¢ € N : supp, ‘ p+q ag(z)Br(z)| < O

On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 1.1.4. Soient (an)n et (by)n deuzs suites de nombres réels positifs tendant vers 0 et dé-
crotssantes.
Alors la série trigonométrique >

nen (an cos(nz) 4 by, sin(n))

(a) converge simplement sur R\ 27Z,

(b) converge uniformément sur tout intervalle de la forme [2km + a,2(k + 1)m —a], a > 0, k € Z. Sa
somme est donc une fonction continue sur R\ 27Z.

n
k=1

E eikx
k=1

inx

Preuve. Soit z € R\ 27Z. On a

Z sin(kx)
k=1

N

1—e

1—ei®
2

= [1— eix|’

N

Et de méme

Z cos(kx)

Si x est dans un intervalle de la forme [2k7+a, 2(k+1)m—a], [1—e™| > mine oprta,2(k+1)r—a) [1—€"] >
0 car t — 1 — e est une fonction continue sur le compact [2km + a, 2(k + 1) — «] donc elle atteint ses
bornes et comme elle ne s’annule pas sur [2km+a, 2(k+1)m— a] son minimum m est strictement positif.
On en déduit que [Y_)_, cos(kz)| < 2 et |3,_; sin(kz)| < 2 quel que soit € [2k7+a,2(k+1)7—al.
Comme (ay)n et (by), sont décrmssantes et tendent vers O le critére d’Abel implique la converge

uniforme sur tout intervalle de la forme [2k7 + o, 2(k + 1)7 — a} et par suite la convergence simple sur
R\ 27Z. O

|1—em|

1.2 Etude générale de la somme

Les propriétés suivantes sont immédiates :
a) Sila série ), _\ (an cos(nz) + by, sin(nz)) converge en un certain point z € R alors elle converge
aussi aux points x + 2km pour tout k € Z et sa somme

+oo

S(x) = Z (an cos(nzx) + by, sin(nx))

n=0

vérifie S(z 4 27) = S(z). Autrement dit, la somme d’une série trigonométrique est une fonction
2m-périodique.



b) La somme d’une série trigonométrique est continue sur tout intervalle sur lequel cette série converge

uniformément.

¢) Si la série (obtenue par dérivation terme a terme)

Z (nby, cos(nz) — na, sin(nx))

neN

(an cos(nzx) + by, sin(nx))

est uniformément convergente sur un intervalle I de R et si la série )

(an cos(nz) + by, sin(nx)) est dérivable sur

converge pour tout x € I, alors la somme S(z) = Zi%
I et S'(z) = 32,25 (nb, cos(nx) — na, sin(nz)).
1.3 Expression des coefficients
Supposons que la série ZnEZ cn €™ est uniformément convergente sur [0,27] (et par conséquent sur

R) et posons pour x € R

+oo
S(z) = Z cne'™®.

n=—oo

En utilisant 'uniforme convergence on peut ci-dessous intervertir la série et 'intégrale ce qui donne

pour tout p € Z :

0

2m ) 2m N . )
—ipx _ : i(n—p)x
S(x)e” Prdx /0 NLHEOO n:%N Cne dz

N 27 )
= lim E cn/ et (=P .
N—
+OO’n:—N 0

Sik=#£0,o0na
/27T ikx eikm o
et = | =
0 ik |,
1 1
ik ik
=0
D’ou pour tout n € Z :
1 2 .
Cn = 5o ; S(x)e """ dx.
On en déduit alors
1 27
= — S(z)dz.
a0 = 5 ; (z)dz
Pour n € N* :
Ay = Cp +C_py
1 27 e—inw +eina:
= — S B ———
™ Jo (x) 2

1 2m
= 7/0 S(z) cos(nz)dx,

™



et

b, = Con _ tn
l
27 i —1
1 eznx e mx
=— S(x) - dx
T Jo 27

™

— /0% S(z) sin(nz)dz,

Pour avoir une expression “uniforme” des coefficients a,,, on notera % au lieu de ag le terme constant
S ay
S si bien que ¢y = 3.

2 Coefficients de Fourier

Dans cette section, étant donnée une fonction qui admet 27 pour période, on se demande s’il existe une
série trigonométrique dont elle est la somme. Cette question se pose naturellement en physique et en
mécanique : 'analyse d’une vibration périodique consiste & la décomposer en une somme de vibrations
élémentaires, appelées harmoniques de la vibration principale et représentées par les termes successifs
d’une série trigonométrique.

On remarquera que si f est une fonction admettant 7' comme période, on peut se ramener aisément &
une fonction 2m-périodique en posant f(z) =f (z%)

Si la fonction f est égale & la somme S d’une série trigonométrique et si la convergence de cette série
est uniforme sur R alors les coefficients de cette série sont donnés par les formules vues dans la section
précédente. Il est donc naturel d’associer & f les coefficients définies par ces formules.

Nous allons supposer que f est une fonction 27w-périodique sur R et continue par morceaux, c’est
a dire qu'il existe une subdivision 0 = ag < a1 < ... < a, = 27 de lintervalle [0,27] tel que
pour tout k € {0,...,n — 1}, il existe une fonction ¢, continue sur [ag, ar41] telle que fla, ap,r[ =
Bljay,ars.[- Autrement dit, une fonction continue par morceaux admet (éventuellement) un nombre fini
de discontinuité ay, . .., a, mais en chacun de ces points de discontinuité, f admet une limite & droite
et a gauche.

On notera CMas,(R) V’espace des fonctions 2m-périodiques et continues par morceaux. Pour [ €
CMs,(R) et z € R, on pose f(zt) = lim o f@) et fz7) = lim e f(@).

Définition 2.1. Soit f € CMa,(R). Les coeflicients de Fourier de f sont les nombres an, b,, n € N
et ¢,, n € Z définis par les relations

1 2m 1 2m 1 2 )
= — — 3 _ —inx 1
an = — ; (x) cos(nz)dz, by = (x)sin(nz)dz, ¢y o7 ), f(x)e™™dx (1)

pour tout n € N.
La série de Fourier de f est, de maniére équivalente, l’'une des séries

% + Z (an cos(nz) + by sin(nz)),

neN*
ou
1 [ _
Cn = 5~ f(x)e """ dx, pour toutn € Z,
2m Jo
avec les relations
1 )
Cn = é(an - an), n > 0,
ago
Co = 37
1 )
tn = 5(@n+ibn), n<0



Attention, il n’est nullement évident (ni sir) que la série de Fourier de f soit convergente et méme si
cette série de Fourier converge, il n’est pas siir que sa somme soit égale & f. En fait, on peut montrer
qu’il existe des fonctions continues dont la série de Fourier diverge...

Pour traduire le fait que la série trigonométrique

ag .
5 + ng* (ap, cos(nzx) + by, sin(nx))

est la série de Fourier de la fonction f, nous écrirons

+oo
flz) = % + Z (an cos(nzx) + by, sin(nx)) .
n=1

mais le symbole “~” ne signifie rien d’autre que la relation (1) et ne préjuge en rien de la convergence
de la série de Fourier.
Faisons quelques remarques concernant le calcul des coeflicients de Fourier :

Proposition 2.2. Soit f € CMso,(R). Avec les notation de la définition précédente, pour tout o € R
et toutn € N, on a

1 2+« 1 2+«
an = f/ f(x) cos(nzx)dz, by, = f/ f(z) sin(nz)dz, (2)
™ « ™ «
et pour toutn € Z :
1 27T+ )
Cn = 5~ i f(x)e " dx. (3)

Preuve. Si g appartient & CMa,(R), le changement de variable ¢t = x — 27 donne

27+ «
/ g(z)dxr = / g(t + 2m)dt
2 0

w - /0 " gyt

Par application de la relation de Chasles on obtient :

/{j’”ra g(z)dx = /:Wg(x)dx + /22ﬂ+ag(a:)da:

La proposition découle en appliquant cette égalité aux fonctions z — f(z) cos(nzx),  — f(z)sin(nz)
et ¥ — f(x)e "o, O

En particulier, on a

1 [ 1 [
p = — f(z) cos(nx)dx by, = f/ f(z) sin(nx)dz, pour tout n € N. (4)
) . T ) x
= o [ e o)
Cn = 5o z)e x

—T

On en déduit :



Proposition 2.3. Soit f € CMs,(R).

(a) Si f est une fonction paire, alors pour tout n € N
2 T
cn est réel,  a, = 7/ f(z)cos(nx)dx et b, =0.
T Jo
(b) Si f est une fonction impaire alors pour tout n € N

¢n est imaginaire pur, a, =0 et b, = 7/ f(z) sin(nz)dz.
0

3 Reégles de convergence

3.1 Reégle de Dirichlet

Lemme 3.1.1 (de Lebesgue). Soit f : [a,b] = R ou C, intégrable au sens de Riemann.
Alors lintégrale

b
I()\):/ f(z)e?da

tends vers 0 lorsque le réel A tend vers +o0.

Preuve. Quitte a séparer f en sa partie réelle et sa partie imaginaire, on peut supposer que f est a
valeurs réelles.

On traite d’abord le cas ot f est une fonction en escalier. Il existe une subdivision a = g < 1 <
...<m, =bet desréels cg,...,cnh_1 tels que f|]1k71k+1[ = ¢y, quel que soit k£ avec 0 < k < n—1. Ainsi

=3 [ e

k=0 "%k

n—1 Thy1
= g ck/ e dy
k=0 Tk
_ Ch (elkwk+1 _ ez)uvk)

e )

|ex|

d’ou lim‘,\|_,+oo I()\) =0.
On traite maintenant le cas général ou f est Riemann intégrable. Quel que soit € > 0, il existe deux



D’autre part, comme d’aprés le premier cas lim|y| oo ff P(x)e*dz = 0, il existe L tel que pour tout
|A| > L, on ait

<<
3"

b
/ (z)e dx

Ainsi, pour tout |A| > L, on a

b b b b
/f(m)ei’\xdx < / f(x)ei’\mda:—/ (z)eda| + / (z)e™dr

<fifo
2 2

d’ou le lemme. i

Corollaire 3.1.2. Soit f € CMa(R) et (an)n, (bn)n €t (cn)n les coefficients de Fourier de f.
Alors limy, — 4 00 Gy = liMy—s 400 by, = limy, oo ¢, = 0.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme de Lebesgue. O

Définition 3.1.3. Le ni®™° noyau de Dirichlet est le polynome trigonométrique D,, défini par

On a:
Lemme 3.1.4.

sin ((n + %) x)
sin (%) ’
=2n+1, Vze2nZ

Dy (z) = Vz € R\ 27Z,



Preuve. Soit x € R\ 27Z. On a

—inx

Si x appartient a 27Z, €™ = 1 pour tout n et donc D, (x) = 2n + 1.

Pour n € N, on désigne par S, f(z) la somme partielle de la série de Fourier de f en z, i.e.

Snf(x) = z": cpe't®.

k=—n

Lemme 3.1.5. Soit f € CM2,(R) et soit z € R. On a

1

T o

5.1 (x) / " (Fle )+ fl@ — ) Da(u)du.

Preuve. Par définition des coefficients de Fourier de f, on a

Spf(x) = % Z " f(t)eik(z*t)dt

k=—nv"T

n

i f(t) Z eik(wft)dt

2 J_, i
S ) f@)Dy(z — t)dt
Com ), " '

En faisant le changement de variable u =t — z, on a

S f(z) = = / "t 2)Dy(—u)du

27 —T—x

et comme D,, est pair :

Snf(x) ! /ﬂ_m f(u+ 2)Dyp(u)du.

L —
On utilise maintenant la 27- périodicité de w — f(u + x)D,,(u) pour écrire

Suf(e) = = [ flut 2)D(w)du

T o o



En faisant le changement de variable ¢t = —u, on ré-écrit

% ’ f(u+m)D / flz — t)Dy(—t)dt
o / Flx — 1) Dy ()it
d’out
$,00) = 5= [ (fa )+ Flo = ) Dyfu)dn

On note pour f une fonction définie au voisinage de x :

fl@®) = lim_f(t)

t—xt

fla) = lim £(t)

Théoréme 3.1.6 (de Dirichlet). Soit f € CM2,(R) et soit x € R tel que le rapport

gl

(flz+u)+ flz—u) = fa) = fz7))

reste borné au voisinage de u =0 (u € R*).
Alors la série de Fourier de f converge au point x et on a

+00
=20 Z (an cos(nx) + by, sin(nx))

() + 1) = 5

N =

n=1

—+oo
E Cneznl

n=-—oo

Preuve. Pour tout n € N, on a

/ Dn(u)du:/ du—l—Z/ 2i sin(kx)dz
0 0 1o

En utilisant le lemme 3.1.5, on en déduit
Suf(e) =5 (F) 4 £0) = 5= [ Gl +u)+ 5@ =) = (1) + £a7))) Data)ar

Le lemme 3.1.4 améne alors :

% /OW (flx+0) + flz—t) = (fa) + f(@))) Wdt.

Suf@) =5 (f) + f(a7) =

et on obtient :

x r—1)— at+ -
Pour t €]0, 7], on pose ¢(t) = ettt i@t (EJ;( i)
sin bl

Snf(x)—%(f( N+ fz ; o(t sm(<n+;>t)dt

: / 90 ’L n+ dt+ 7/ 71 n+ dt
1T Jo

10

5 \
-



Nous allons appliquer le lemme de Lebesgue aux intégrales ci-dessus. Comme sin (%) o %,  est bornée
—

au voisinage de 0 et continue par morceaux. Cela implique que ¢ est Riemann intégrable sur [0, 7]. Le
lemme de Lebesgue nous donne alors lim,, | o0 foﬂ w(t)e_i(”+%)tdt = limy, 4 o0 fow go(t)ei("+%)tdt =0.
On en déduit que

lim S, f(z) =

n—-+oo

(f@) + f@7))

N

et donc que la série de Fourier de f converge en x et que

—+o0
§ Cnezna: _

n=—oo

(f@®)+ f7))

DN | =

O

Les hypothéses du théoréme de Dirichlet sont réalisées par une classe importante de fonctions : les
fonctions dérivable par morceaux.

Définition 3.1.7. Soit f : [a,b] — R ou C. On dit que f est dérivable par morceaux sur [a,b] s’il
existe une subdivision finie a = ag < a1 < ... < a, = b telle que pour tout k € {0,...,n — 1}, il existe
une fonction ¢y : [ar, ag11] — R ou C dérivable telle que ¢ la, anr[ = fliar.awil:

Corollaire 3.1.8. Soit f une fonction 2m-périodique sur R et dérivable par morceaux sur tout intervalle
fermé borné de R.
Alors la série de Fourier de f converge sur R et pour tout x € R, on a

—+o0

§ Cnel’ﬂx —

n=—oo

(f@@®)+ f7))

DN | =

Preuve. Nous allons appliquer le théoréme de Dirichlet. Comme f est dérivable par morceaux et 2m-

_ +
périodique, f appartient & CMa,(R). Montrons maintenant que pour tout = € R, limu—o [atw)=f(=7)

>0 u
existe. Soit ap = 0 < a1 < ... < a, = 27 une subdivision de [0,27] et ¢ : [ag,ar+1] = RouC
dérivable telle que ¢xljq,, = fllap,ari1ps ¥ =0,...,n. Si z appartient a [0,27] \ {ao,...,an}, f est

ak+1[

continue et dérivable en z et donc lim o w existe et vaut f'(x).
u>
Pour k=0,...,n—1,0n a
+

lim flar +u) — flag) _ lim o (ar + u) — i (ax)

u—0 u u—0 u

u>0 u>0

= ¢p(ar).

De méme, limqgg W existe. Ainsi, le rapport L (f(z 4+ u) + f(z —u) — f(zT) — f(z7)) reste
borné au voisinage de u = 0 lorsque u > 0 et par symétrie lorsque u est au voisinage de 0. Le corollaire
découle alors du théoréme de Dirichlet. O

3.2 Convergence des séries de Fourier au sens de Cesaro

Soit (uy), une suite de nombre réel ou complexe. La moyenne de Cesaro de (uy,),, est la suite de terme
P )
général %
N N . . . EZ_O Up
Selon le théoréme de Cesaro, si la suite (u,), converge vers [, alors on a lim, 4 ==0—= =1 La
réciproque est fausse : il se peut que la suite (uy,), diverge mais que la suite des moyennes de Cesaro
., . . . . "

associée converge, par exemple si uggr1 = 0 et uggy = 1, (uy), diverge mais lim,, 4 % =
%. D’une certaine maniére, la moyenne de Cesaro a améliorer la converge. Nous allons ici essayer

d’appliquer ce méme principe dans le cas des séries de Fourier.

11



Soit f € CMar(R), (cn)nez ses coefficients de Fourier et

Snf(l'): Z Ckeikﬂ'z

k=—n
1 n—1

onfl@) =~ Sef(x)
k=0

La quantité o, f s’appelle la ni®™e somme de Cesaro associée a f.

Définition 3.2.1. Soit n € N*. Le n'*™° noyau de Fejér est le polyndme trigonométrique F,, défini par

n—1

Fo(z) = 1 > Di(a).

k=0

Lemme 3.2.2. Pour tout x € R, on a

nsin® (£
=n, V& 2nZ.
Preuve. On a pour tout € R\ 27Z :
| el
Fo(z) = — k; Dy(z)

= Im el(kJré)I)
n sin (%) I;J
n—1
= .1 —~Im el eikm>
n sin (5) P

- 1 e e 12 _ei%
Tasin(2) U\ E (e E o)
_ 1 Im ez:p% Sin (%)
n sin (%) sin (%)
_ sin? ()
. 2 N
n sin (%)

Si x apaprtient & 27Z, pour tout k, Dy(z) = 2k + 1 donc
1 n—1
F, = — 2k + 1
(2) = ; +

L <2<"‘”" +n>

n 2

n.

12



Lemme 3.2.3. Soit f € CM3,(R) et z € R. Alors

1

onf(z) = o

/ " (Fl@tu) + f(o - w) Fu(u)du.

Preuve. Le lemme 3.1.5 nous donne :

onf(z Z 27T/ )+ f(z —w)) Dy (u)du

:% Oﬂ(f(a:—f—u)—i—fx—u ( ZDk )

_ % " (Fe )+ S — ) Fo(u)du.
0

Théoréme 3.2.4. Soit f € CMy,(R).
(a) Pour tout x € R,
1
li -
n_lf‘_l onf(x) = 9

(f=") + f@a7)).

(b) Soit K un compact de R tel que pour tout x € K, f est continue en x. Alors (o, f), converge
uniformément sur K vers f. On dit que la série de Fourier de f converge au sens de Cesaro
uniformément sur K vers f.

Preuve. Pour tout n € N*, on a
/ Fo( Z / Dy (

Avec le lemme 3.2.3, on en déduit que

onf(@) = w = % </O7r (f(@+u) + flz —u) Fa(uw)du— (f(=zF) + f(z7)) /OTr Fn(t)dt)
- ﬁ OW (flz+u) + fl@—u) — f(z") = f(z7)) Fp(w)du

Comme d’aprés le lemme 3.2.2 on a F,, > 0, on en déduit

fa) +f(fc)‘ 1

ot () - 2 o || 10+ o 0= ) = )| i

Soon
On pose pour § > 0 petit a déterminer :
1 6
B =5 [ 10+ flo =0 = ) = fa)] Fu(uda
= o [ 10+ 1o =) = ) = o) Falu)da
Soit € > 0. Nous allons montrer si § est bien choisi et n assez grand, alors I1 4+ I3 < & ce qui montrera

a.
Par définition de la limite a droite, on a 1imu~>(()) f(z+u) — f(zt) = 0. 1l existe §; > 0 tel que pour
u>

tout u €]0,61[, on a [f(x4+u) — f(zt)| < §

13



De méme, il existe d3 > 0 tel que pour tout u €]0,d2[, on a |f(z —u) — f(27)| < 5. Ainsi on obtient
pour § = min(dy, d2) et tout u €]0, [

|f(z+u)+ flz—u) — flat) = fla7)| <e

puis

1
I — [ F,(u)d
1 < €5 ; (u)du
1 ™ ™
< 5—/ F,(u)du car / F,(w)du=m
2 0 0
€

2

On fixe maintenant 6. Pour tout u € [6, 7], on a |sin ¥

’ > sin (%) D’autre part comme la fonction f
est continue par morceaux, M = sup,cio.» |f(z +u) + f(z —u) —

f(xt) — f(x7)] est fini. On a ainsi :

_ iy gy S0 ()
f= g [, et 0+ S =) = £ - )| st
2
1 g 1
S %/5 A4sin2 (g)du
_ M
~ 2nsin? (g)

Pour tout n > Sin;\(ﬂ)g, on obtient :
3

£
IQ<§.

Alinsi, pour tout € > 0, il existe ng (ng = M )E) tel que pour tout n > ng, on ait

in2( %
sm(2

ufte) - LEV I

autrement dit limy, 4o 0y f(z) = 5 (f(2%) 4+ f(z7)) ce qui montre (a).
On montre maintenant (b). Soit z € K. Comme f est continue en K, f(z1) = f(z~) = f(z). Alors
comme dans (a), on a

onf(@) — f@) =~ [ (e +w)+ flo—u) - 2(2)) Fu(u)du.

2nm 0

d’out
rud@) = F@] < 5= [ 1+ 0+ 1 = 0) = 20 @) Faw)do
0

On pose pour § > 0 petit a déterminer :

5
B g [ 150+ fo =) =24(@)] Faw)du
1 T

I, =—
2 27'('5

|f(x+u) + flz —u) — 2f ()| Fp(u)du.

Soit € > 0. On va montrer, comme dans la preuve de (a), que I; < 5 si 0 est assez petit. Et comme

dans la preuve de (a), c’est parce que |f(x 4+ u) + f(z —u) — 2f(x)| est petit lorsque § est petit, que
I, est lui aussi petit lorsque J est petit.
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Raisonnons par I'absurde et supposons que pour tout & > 0, il existe x € K et u €]0,d[ tels que
|f(z+u)+ f(z—u) — 2f(z)| > e. Alors pour tout n € N*, il existe z, € K et u, €]0, [ tel que
|f(@n +un) + flan —un) = 2f(2n)] Z €.

Comme K est compact, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (xn)n converge vers
un certain z, € K. Comme 0 < u, < %, (un)n converge vers 0. comme [ est continue, on en dé-
duit que limy, s oo |f(@Tn + un) + f(@n — un) — 2f(20)] = |f(x4) + f(2s) — 2f(24)| = 0. Mais comme
|f(@n + un) + f@n —un) — 2f(x,)] = e, onaaussi lim, oo |f(@n + un) + f(@n —un) — 2f(x,)| = €,
i.e. 0 > e : contradiction.

Ainsi, il existe § > 0 tel que pour tout € K et tout u €]0, [, on ait |f(z +u) + f(z —u) — 2f(x)] <e.
On en déduit alors

N

ol on a encore utilisé le fait que [ F,,(t)dt = .
Pour majorer I, on remarque que puisque f est continue par morceaux et périodique, elle est bornée.

En effet, soit ap = 0 < a; < ... < a, = 27 une subdivision de [0,27] et soit fx : [ak,ax+1] = R
des fonctions continues telles que filja,.apii] = flian,apiils ¥ = 0,...,m — 1. Alors pour tout z €
[0,27], on a |f(x)| < max (|f(a0)\, R |f(an)\,max[a0,al] |fol,- - ,MAX[q, 1 a,] |fn_1|) et comme [ est

2m-périodique, on en déduit que f est bornée sur R. On note M = supy |f|. Alors :

1 4 sin? (ﬂ)
I = — —u)—2 — 27y
2= [, M) 41 =) - 2@
2M
S ——5=-
nmsin® §

e AM . e
Ainsi, si n > —-5+, on obtient I < 5.

Il s’en suit qu’il existe ng (ng = pour tout n > ng, et tout x € K, on a

o f(@) = f(@)] < =.

AM )
7 sin2 6e

ainsi, pour tout n € N, n > ng, on a
sup o, f — fl <e
K

ce qui montre (b). O

Corollaire 3.2.5. Soit f : R — R une fonction continue et 2mw-périodique. Si tous les coefficients de
Fourier de f sont nuls, alors f = 0.

Preuve. Si tous les coefficients de Fourier de f sont nuls, alors pour tout n, o,(f) = 0. D’aprés le
théoréme de convergence de Fejér, pour tout = € R, (o, f(x)),, converge vers f(z) donc f(z) =0. O

Corollaire 3.2.6. L’ensemble des polyndomes trigonométriques est dense dans l’ensemble des fonctions
continues 2mw-périodiques muni de la norme uniforme.

Preuve. Soit f une fonction continue 27-périodique et soit £ > 0. Nous devons montrer qu’il existe un
polynome trigonométrique p tel que supjg o, |f —p| <e.

Comme f est continue, d’apreés le théoréme de convergence de Fejér, il existe n € N tel que SUP[0, 27 |f—
onf| < e. Comme o, f est un polynome trigonomeétrique, p = o, f convient.
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4 Convergence en moyenne quadratique
Sur l'espace CMs,(R), on considére la forme hermitienne positive définie pour f, g € CMs,(R) par

ogho= [ poygae

~ o -

et on pose pour f € CMo,(R)

1

1= VT = (55 [ 1rcopae)

—T

Remarquons (-, )2 n’est pas définie et que || - ||2 n’est pas une norme mais seulement une semi-norme
car || f]l2 n’implique pas f = 0 mais seulement qu’il existe un ensemble F fini tel que f(¢) = 0 pour
tout ¢t € [—m, 7]\ E. Cet ensemble E correspond aux points de discontinuité de f.

Pour remédier a cela, il faudrait considérer le quotient de CMs, (R) par la relation d*’équivalence f ~ g
si || f — gll2 = 0. Sur lespace quotient CMa, (R) /-, (-, )2 est un vrai produit scalaire et || - ||z une vraie
norme faisant de CMs,(R) /., un espace pré-hibertien.

Notation 4.1. Pour N > 0, nous noterons Py [’espace vectoriel des polyndmes trigonométriques
d’ordre au plus N.

Lemme 4.2. (a) La famille (ei”t)7N<n<N forme une base orthonormée de Py, i.e. (emt)iN<n<N

est une base “algébrique” de Py et pour tout n,1 € {—N,—N +1,...,N} on a (et ™)y =1 si
n=1,et (e ')y =0 sin#l.

(b) La famille {1, cos(t), cos(2t), ..., cos(Nt),sin(t),...,sin(Nt)} forme une base orthogonale de Py .

Preuve. Par définition de Py, les familles considérées engendre Py . De plus pour tout I,n on a

s
<eint eilt>2 — i/ eintﬁdt
’ 2w

—T

1 T
_ ez(nfl)tdt.

2 J_,

Sin=1,1il vient :
. _ 1 [~
<eznt’ezlt>2 _ 7/ dt
2 J_,
=1

tandis que sin # 1 :

eint eilt 9 = i 1 ei(n—l)t e
e =g [ ™,
= s () ()

2mi(n —1)
=0

donc la famille est une famille orthonormée de Py et par conséquent une famille libre

(eint)
~N<n<N
et donc finalement une base de Py, ce qui montre (a).
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Pour 0 <l,n < N,l#mn,ona

(cos(nt), cos(lt))s = QL cos(nt) cos(It)dt

= — (cos((n — 1)t) + cos((n +1)t)) dt

1 . 1 . t=m
= — [n sin((n — 0)t) + o sin((n + 1))

t=—m

(sin(nt), sin(lt))s = — sin(nt) sin(lt)dt

= (cos((n — 1)t) — cos((n + 1)t)) dt

1 1 . t=m
= — [n sin((n — 0)t) + —— sin((n +1)t)

t=—m

et pour tout 0 <I,n < N :

(cos(nt), sin(lt)) QL/ cos(nt) sin(lt)dt
™
1
—/ sin((n 4+ )t) + sin((I — n)t)) dt

47

1] 1 1 =T

= [n+lcos (n+0)t) + l_ncos((l—n)t) o

=0.
ce qui montre que la famille {1, cos(t), cos(2t),...,cos(Nt),sin(t),...,sin(Nt)} est une famille ortho-
gonale et donc nécessairement libre. Par suite, ¢ est une base orthogonale de Py. ([l

Lorsque f appartient & CMa,(R), on note Sy f la Ni®me somme partielle de Fourier de la série de

Fourier de f, i.e.
Snf(x Z cpe'®

ou
cr = € f( e~ Rt
27
= (f, €k>2
et oul ey, est la fonction ey, : ¢ — et*?.
Nous avons donc N
Snf@)= Y (fen)aer.
k=—N
Remarquons alors que
— Sy f appartient a Py,
— Pour tout [ € Z, |I| < N,on a:
N
(Snfrea =Y (frex)a(en )
k=—N
= <f7 €l>2
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d’ou
(Snf—fe)a=0, VieZ, |||<N (6)
Le polynome Sy f est la solution d’un probléme de minimisation :

Théoréme 4.3. Soit f € CMo,(R) et Sy f la N*¥™ somme partielle de la série de Fourier de f.
Alors pour tout polynéme trigonométrique p € Py, on a

1f = Snfllz < IIf = pll2-

avec égalité si et seulement sip = Sy f.
Autrement dit, Sy f est l'unique élément de Py tel que || f — Sy fll2 = mingep, ||f — pll2-

Preuve. Soit p € Py. Alors :

If —pli3 =

=|f —Snf+Snf—pll

= (f —Snf+Snf—p.f —Sxf+Snf—p)

=(f—Snf, f=Snfl2+(f—SNf,Snf—p)2+(SNf—p,f—Snf)o+ (Snf—p,Snf—D)2
=1 = Snfl2+(f = SnfoSnf =2+ (f — SN S SN S — )2+ |8 f — b2

= |If = Snfl2+2Re((f = S f,Snf —p)2) + |Snf — 2.

Comme d’apreés (6), (f —Sn f,e1)2 = 0 pour tout | € Z avec |[| < N et comme Sy f —p est un polynéme
trigonométrique d’ordre au plus N, on a (f — Sy f, Snf — p)2 d’ou :

If = pl2=IIf — Sxfl>+ISxf —pl?
> |\f = Snfll2,

avec égalité si et seulement si p = Sy f. ]

Théoréme 4.4 (Inégalité de Bessel). Soit f € CMo,(R) et ¢, = (f,en)2, n € Z, les coefficients de
Fourier de f.

Alors la série Y., ., |cn|? converge et on a

T

+oo 1
> lel < B =5 [ 150

n=-—o00 -

Preuve. Puisque S, f est une combinaison linéaire des e;, |I| < N, (6) implique
(Snf—Ff,5nf)2=0.
On en déduit :

0<|If—Snfl3
=(f,f=Snflo—(Snf, f—SN[)2
:<f7f_SNf>2

=(f, )2 —(f,Sn[)2
=(f, fla—(f —SNn,Snf)2 — (SN[, SN [)2
= 1715 = IS~ 13

d’ou

1SN £1I5 < IIF113.
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D’autre part

1SN fII5 =

E CkCk

k=—N

N

N
= E Ckek,g cler)s

- I=—N

N
= E CkCl elm 6l

N

D el

k=—N

Finalement on en déduit que pour tout N > 0, on
N

Yol <IIfI3

k=—N

On a donc une série & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées par ||f||3. Cette série
est donc convergente et sa somme est majorée par || f||3. O

Nous allons voir que I'inégalité de Bessel est en fait une égalité, ’égalité de Parseval. Pour cela, nous
allons d’abord montrer que toute fonction f € CMa,(R) peut s’approcher en “norme” || - ||z par une
suite de polynoémes trigonométriques.

Notation 4.5. On note Cor(R) ’ensemble des fonctions définies sur R & valeurs dans R ou C, 27-
périodiques.

Lemme 4.6. Pour toute fonction f € CMar(R), pour tout € > 0, il existe une fonction g € Cor(R)
telle que ||f — gll2 < e.

Preuve. En séparant Re (f) et Im (f), il suffit de considérer le cas ou f est a valeurs réelles. Notons
xo < ... < Zy, les points de discontinuité de f dans [0, 27].

Choisissons maintenant § > 0 suffisamment petit pour que pour tout k,j € {0,...,n}, k # j, on ait
(2, — O,z + 0] N[x; —d,xj+ 0] =0 et sizg#0,0<xo—0etsixz,#2m, x,+0 <27

En dehors des intervalle [zy — 0,z + d], f est continue.

Pour chaque k € {0,...,z,}, on note Ly la fonction affine qui passe par les points (xg — 6, f(zx — 9))
et (zp + 0, f(xgx +9)) :

x — (xg — 9)
(x4 6) — (2 — 9)

x— (xr +9)
(xk—é)—(a:k+6)

Li(z) = [ (xp +0) + f (2 —0)

On définit alors

(t) _ f(l‘), le [07 277] \ (Uz=0]xk — 0,2 + 6[)
g Li(t), t€loy—d,ap+0[,0< k< n.

La fonction g est alors continue sur [0,27] et g(0) = g(2m) car si xg # 0, alors x,, # 27 et g(0) =
f(0) = f(2m) = g(2) et si zg = 0 alors z,, = 27 et par périodicité de f, L, (t + 2m) = Lo(¢) et donc
9(0) = Lp(0) = L, (27) = g(2m). On peut donc prolonger g par périodicité en une fonction g € Ca.(R).
De plus on a

2m
I - gug—%r / o(t) — £(0) Pt
Tr+0
Z [ o s
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La fonction f étant continue par morceaux et périodique, elle est bornée. On pose M = supg | f|. On
a |Li(z)| < M quel que soit x € [z — 0,z + 0] d’ou :

4M2 n Tp+0
17 —gl3 < Z/ o
T —

4AM?

(n+1)o.

2
Ainsi, en choisissant ¢ < W‘;H), onallf—gl<e. O

Corollaire 4.7. Pour toute fonction f € CMa,(R), pour tout € > 0, il existe un polynéme trigonomé-
trique p tel que ||f —p|l2 < e.

Preuve. D’apreés le lemme 4.6, il existe une fonction g € Ca-(R) telle que || f — g2 < 5.
D’apreés le corollaire 3.2.6, il existe p polynome trigonométrique tel que supg [g—p| < 5. Par conséquent,

1 ™
lo i3 =5 [ lo(o) - plo)ae

—T

<5om(3) = (3)

If=pll2 <|If —gll2+[lg —pll2
<e€

Il s’en suit :

O

Corollaire 4.8. Soit f € CMo,(R). Alors la série de Fourier de f converge vers [ en moyenne
quadratique, autrement dit

Jm [[Suf = fll2 =0

Preuve. Soit € > 0. D’apres le corollaire 4.7, il existe un polynéme trigonométrique p tel que

If=pl2<e
Notons N l'ordre de p. Alors d’aprés le théoréme 4.3, pour tout n > N, p appartient a P,, et donc

Snf = fll2 <||f —pll2 <€

et donc

im |5, f = fll2 = 0.

n—-+00

Théoréme 4.9 (Identité de Parseval). Soit f € CMy,(R), soit Sy la série de Fourier de f :

Si(z) = Jrz: cpeihr — % + Jrz: (ay, cos(kx) + by sin(kx)) .
k=—o00 k=1
Alors
17 =
o [ r@Pd= Y el
- k=—o00
— % <|a0|2 + ; ‘ak‘Z + |bk|2>
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Apn—1by 2
s S1

Preuve. Si la premiére égalité est prouvée, la deuxieme provient du fait que co = %> et ¢, =
n<0etc, = “"J”b" si n > 0 ce qui donne

|aol?

|col* =

4
lenl? 4 lenl? = = (Jan|® + [ba|® + ianby, — iba@r + |an|® + |bn|® — ianb, + ib,ay)

wM—»MH

|anl® + [bn]?) -
Pour la premiére identité, rappelons que

1f = Sufllz = 1£112 = 1Sn f1I3

et d’aprés le corollaire 4.8 lim,,—, o ||Snf — fll2 = 0.
Il s’en suit que lim, 1o ||Sufl13 = || I3
Comme [|S, f13 = > __, |cx|* et comme d’aprés 'inégalité de Bessel Y-, |¢n|? converge, on obtient

+oo

Yo lal =115

k=—o00

Le prochain théoréme améliore le résultat de Dirichlet lorsque la fonction est plus réguliére.

Théoréme 4.10. Soit f une fonction continue, 2w-périodique et C* par morceauz sur [—m, ).
Alors la série de Fourier de f converge normalement donc uniformément vers f.

Preuve. Soit —m = xo < 1 < ... < z, = 7 une partition de [, 7] telle que fl,, »,,,[ est de classe
C! et telle que f et f’ admettent des limites & droite et a gauche de z; pour tout k=1,...,n—1, 4
droite de xg et a gaiche de x,. Soit 2 < @ < b < zp41. Une intégration par parties sur [a, b] donne

pour tout n € Z :
b t=b b
/a f(t)e_intdt = |:_:tnf(t)e_7’nt:| _A _7']( ( ) —zntdt

=)+ f / F(t)eintdt,

in
Comme f est continue sur R, lima_mg fa) = f(zy) et 1imb_m; f(b) = f(xgs1)-
+1

D’autre part, f” ayant des limites & gauche de z, et & droite de 241 lim(q,p)— (op 2441 f{f f(t)e ™mtdt =
S p (et
De méme lim, p) (2, 014 1) f: f)e™mtdt = fmkkJrl( Je~mtdt On en déduit :

1

“or | f( Je~ "t

$J+1
Z / 7’Lntdt
z;

n—1 n zj+1 )
. Flegon) + F@)) + e 3 / f (et
O x

Cn(f)

 2inr Z 2inm 4 .
j= =0
= () + (o)) + ealf)
1 /
Ecn(f)
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ou la derniére égalité provient de la périodicité de f.
Ainsi, pour tout n # 0

en()] = ~len(r")

1/1 ,
<3 (5 +lelP)

Or, la série Zn>1 % converge et I'inégalité de Bessel appliquée a f’ qui appartient & CMs, (R) implique
que Y,z len(f))]? converge.

On en déduit que la série ), [c,(f)| converge et donc que la série de Fourier de f converge norma-
lement. Le théoréeme de Dirichlet assure alors qu’elle converge nécessairement vers f. O

Si f n’est plus que continue par morceaux, nous allons voir que le résultat précédent reste vrai sur tout
compact K inclus dans [—m, 7] \ {zo,...,2,} ot les x; sont les points de discontinuité de f.
Pour cela, nous aurons besoin d’une version améliorée du lemme de Lebesgue :

Lemme 4.11. Soit f : R — R continue par morceauz et 2w-périodique, w : [a,b] — R de classe C*.

Alors
b
lim sup/ f(z +ww(u)e™du | = 0.
Al =400 \ zeR Jq

Preuve. Comme dans la preuve du lemme de Lebesgue, on traite d’abord le cas ou f est en escalier.
Soit € R. Comme f est en escalier, il existe une subdivision 2, = e+ <z} < ... < al, =b+zx
telle que f|]z§€,1§€+1[ =ck, k=0,...,n—1. Comme f est 2m-périodique et en escalier, supy | f| est fini

et pour tout k, |cx| < supg | f|.
On pose x = x;, — x. Pour tout u €]y, p41[, u + = appartient & |7, 27, [ donc f(x +u) = ;. Ainsi

b xk+1 )
/ [z 4 w)w(uw)edu = Z / f(z + w)w(u)e™ du

n—1 Thi1

= ck/ w(u)e™ du.

k=0 k
Or
[ A e
wu)e du =— |w(u)e' B - — w'(u)e* " du
. i\ U=Tk i Sy,
d’ou
Thk+1 . 1
/ w(u)e?du| <— | sup |w| + (b —a)sup |w'] | .
ok AL\ ot fa.b]

On en déduit que

b
/ [z 4 ww(u)eMdu| <

c sup |w| + —a)sup |’
§3u<u| pll+ b= a)sup| 0

[a,b]

[a,b] la,b]

1
< Wnsuplfl (sup |w[ + (b — a) sup IW’I> :
R

On remarquera que supg | f| (sup[mb] lw| + (b — a) supy, ) |w'|) ne dépend pas de z et donc on obtient

b
lim sup/ [z 4 ww(uw)e?du | = 0.
‘A|_>+OO z€eR a
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Dans le cas général, on se donne € > 0. Soit K € N tel que a + 2K7 > b.

Comme f est continue par morceaux, elle est Riemann-intégrable. Il existe ¢ : [0,27] — R en escalier
telle que

€

<—
2K supy, ) ]

2
/ F) — dw))du
0

On prolonge ¢ par 27 périodicité sur R. On en déduit alors

b b+x
/ (f(2 +u) = ¢z + u) w(u)e™du| < sup |w] . |f(u) = é(u)|du
’ a+2Kn+x
< sup |w| |f(u) — ¢(u)|du
[a,b] atx
2K
= sup |w| |f(w) = ¢(u)|du
[a,b] 0
27
= K sup |w| | f(u) — ¢(u)|du
[a,b] 0
<:.
2
d’ou
b 4 -
sup / (f(z 4 u) — (x4 u)) wu)ePdu| < 7
zeR |Ja

Maintenant, d’apreés le cas “fonctions en escalier” il existe Ao > 0 tel que pour tout A avec |A| = Ag, on
a

<

b ‘ .
/ (x4 w)w(u)e™Ndu 3

sup
R
On en déduit que, pour tout A avec [A| = Ao,

b
/ flz +w)w(u)eMdu| <e.

sup
R

O

Lemme 4.12. Soit f : R — R, 2n-périodique et C* par morceaux. On suppose qu’il existe un intervalle
[a,b] C [—m, 7] tel que f(x) =0 sur quel que soit x € [a, b].
Alors pour tout intervalle compact I Cla,b[, on a

21T =0

Preuve. Soit I = [c,d] avec a < c < d < betsoit 0 < <mtel quea <c—3detd+d<b. Onrappelle
que D, le noyau de Dirichlet est donné par

M our u — T, T
Do(u) = 4 gy Powru €m0}
n+lsiu=0

et on a alors -

Spf(x) = % f(z + u) Dy (u)du.

Pour u € [4,0] et x € [¢,d], x + u appartient & [c — 0,d + 6] C|a, b] donc f(z + u) = 0. Il s’en suit

—T

_5 T
S.f(@0) = 5= [ fe+wDuwidu+ oo [ fe+ 0D
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On pose

{ [-7, =8| U[6,7] — R
: u — wu) = (D)

Alors w est de classe C et

1
sup | Sy f(z) 5, Sup / flz+u)w )sin((nJr)u)du
zel T el 2
. 1
—l——sup/ flz+u)w )sm((n—i—)u)du
27 zel 2
Le lemme 4.11 implique alors que lim,,_, o sup,¢c; |Sn f(x)| = 0. O
Corollaire 4.13. Soit f : R = R 2w-périodique, C' par morceauz et soient xo,...,xnN les points de
discontinuité éventuels de f dans [—m,w]. Alors pour tout intervalle compact I C [—m, )\ {zo,..., 2N},

(Sf)n converge uniformément vers f sur I.

Preuve. Soit I = [a,b] C [—m, 7]\ {z0,...,zn} et soit € > 0 tel que [a —&,b+ ] N {xg,...,zn} = 0.
On peut construire une fonction g, de clsse C' par morceaux, continue sur R, 2r-périodique tel que
f=gsura—eb+el

Pour x € I, on a

Snf(x) — f(x) =Snf(z) — g(z)
=Sn(f = 9)(z) + Spg(x) — g(z)
d’ou

sup [y, f(z) — f(z)| <sup [Sn(f — g)(@)| + sup [Sng(z) — g(z)|
zel xel zel

D’aprés le lemme précédent, lim, 4 o0 sup,e; [Sn(f — 9)(z)| = 0.
D’autre part comme g est C'' par morceaux, continue sur R et 27-périodique, on a d’aprés le théoréme
4.10, limy, 4 oo SUP, 7 [Sng(2) — g(x)| = 0 d’on le résultat. O
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