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! Les documents et les objets électroniques sont interdits. Les exercices sont indépendants.
Toutes les réponses doivent être justifiées.

Exercice 1
On veut déterminer les fonctions f , continues sur R, telles que pour tout x ∈ R :

f(x) +

∫ x

0

(x− t)f(t)dt = 1. (E)

a) Soit f une fonction continue sur R. Montrer que l’application F , définie pour x ∈ R par
F (x) =

∫ x

0

(x− t)f(t)dt est de classe C2 sur R. Calculer F ′ et F ′′ en fonction de f .

b) En déduire que si f est solution de (E), alors f est de classe C2 sur R.

c) Donner une équation différentielle (E ′) satisfaite par f .

d) Résoudre (E ′) et en déduire les solutions de (E).

Exercice 2
Soient les fonctions

F (x) =

∫ +∞

0

e−t2x

1 + t2
dt, G(x) =

∫ +∞

0

t2

1 + xt2
e−t2dt et H(x) =

∫ +∞

0

t2

x+ t2
e−t2dt.

On rappelle que
∫ +∞
0

e−t2dt =
√
π
2

.

a) Déterminer le domaine de définition de F et montrer que F est continue sur son domaine
de définition.

b) Montrer que F est dérivable sur R+∗.

c) Calculer F − F ′.

d) Montrer que la fonction G est définie et continue sur [0,+∞[ et calculer G(0).

e) Montrer que x
√
xF ′(x) = G

(
1
x

)
. En déduire que limx→+∞ x

√
xF ′(x) = −

√
π
4
.

f) En déduire qu’il existe une fonction ε telle que limx→+∞ ε(x) = 0 et telle que

F (x) =

√
π

2

1√
x
−

√
π

4

1

x
√
x
+

1

x
√
x
ε(x).

T.S.V.P.



g) Montrer H est continue sur [0,+∞[.

h) En déduire que limx→0+ F ′(x) = −∞.

i) Dresser le tableau de variations de F et tracer l’allure du graphe de F .


